TD 25 correction
Développements limités

Exercice 1

2 4
ch(z) = 1+ % + % + o(z”)
3 5
sh(z) = =+ 5 gt o(x®)
1 1
cos(z)In(l +2) = x— 512 — 6%‘3 + o(x?)

Exercice 3

i 1 1
ln<sm(:z:)> = ——x% — —z* +o(z*)
€T z—0

89
_ 2.3 5 5
arctan(z cos(z))) = @ 5L + 120° + o(z°)

Exercice 6

1 1 1 1 1
= (=) +—(x—4)?%— —(xr—4)3 —4)3
L st e 4 e — 4 oz~ 4)?)
cos(z) __ _E2 E4 4
e Se€ T T T gt + o(z*)

Exercice 8

20 3 15

Exercice 9

Exercice 10

Exercice 11

C'est exactement la méme démonstration que pour les polyndémes. Le point clé (au-dela d'écrire la définition de
fonction paire ou impaire) est le théoreme d'unicité des coefficients d'un développement limité, qui permet les
méthodes d'identification des coefficients.

Exercice 13

1 2 17 62
_ ta, 45 A0 7, B2 g 9
tan(x) So &g T g o + o(z?)
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TD 25 correction Développements limités

Exercice 14

1.

Standard (tableau de variations, limites, théoréme de la bijection, et f~! est alors automatiquement impaire).
On a besoin de f’(x) > 0 pour justifier que f~! est € sur R et donc admet un DL.

. D'une part

1
_ 3, 1.5 5
fl@) = z+a +52 + o(z”)

D'autre part, on pose f(y) oyt asy® + azy® +o(y®) (avec des coefficients (ay, ag, a5) € R3 & déter-
miner) et on identifie les coefficients dans f~!(f(x)) = x, qu'on calcule comme une composée :

z—0

1
Ve eR, [fTH(f(x) = ayz+ (o +az)a® + (20‘1+3O‘3+0‘5>$5+0(555)
=z

_ . _ . _ 5 .
On trouve alors a; = 1 puis ag = —1 puis a5 = 3 :

5
—1 _ a3 .5 5
FHW) sy— v+ 590 +o(y)

Exercice 15

im (1 )=1
e>1\In(z) x—1) 2
lim sin(z) — x cos(x) _ 2
=0  z(1 — cos(x)) 3
n 8
lim (3%2-2¥/3)" =2
n—+o00 9
Exercice 16
Un développement limité a 1'ordre 3 convient :
1 1 1
flz) = - —-z+ —x3+ o(x?)

En z =0 il y a donc une tangente d'équation y = % — %x et le terme de position par rapport a la tangente est

L
48

3 . donc c'est un point d'inflexion, au voisinage de 0, f est au-dessus de sa tangente pour z > 0 et en-dessous

pour x < 0.

Exercice 17

fi Comme suggéré, si x > 0,

+a?\/1+25 1 VI+h?
f@) = —r—ay =7 X 75
z(1+2) h™ 1+2h

en posant h = % Un développement limité a 1'ordre 2 convient pour VllJ:g;f, qu'on divise ensuite par h :

filz) = a:—2—|—2><;—|—0<1)

CE—>_+OO x

On a alors une asymptote d'équation y = x — 2, et le terme de position par rapport a 1'asymptote est % X % :
f est au-dessus de 1'asymptote en +oo.

En —oo on trouve l'opposé (a cause de V1 + 22 = —z1/1+ -5 si # < 0) :

9 1 1
@), = —r+2-gx—+ 0(;)
Donc f a une asymptote d'équation y = —z + 2 et le terme de position est encore positif (car z < 0) donc f
est au-dessus de l'asymptote.
BCPST1B 20252026 2/5 L.-C. LEFEVRE

Lycée Hoche, Versailles



TD 25 correction Développements limités

e On écrit comme suggéré

2 2 1
fo(z) :xexp<1—x+1) :xexp(l—x X 1+i)

uis on pose h = 1. c'est alors une composition assez standard. On a besoin d'un développement limité &
(I]’

l'ordre au moins 2 pour 1 — 12-',-7hh et pour l'exponentielle, qu'on va diviser par h a la fin. On trouve, en +oo

comme en —oo

1

fo(x) = ex — 2e + % +0(x)

On a donc une asymptote d'équation y = ex — 2e, et un terme de position % donc f est au-dessus de

I'asymptote pour x — 400 et en dessous pour x — —o0.

Exercice 18

o f;  C'est une composition assez standard, on calcule

u? u® 3 2P

sin(u) = u— st o(u®) avec  u=arctan(z) = - R o(z?)

On trouve :

1 3
sin(arctan(z)) = = — 5553 + §x5 + o(z?)

o fo C'est un quotient, mais il faut partir d'un développement limité a l'ordre 4 en haut et en bas car on
va simplifier une fois par x :

sin(z) x— 2 4 o(zh) B 1—2 4 o(z?)

In(1+2) 220 g — 2 2t 2l fg(zd) 12422 o(y3)

On est ramené & un quotient standard, pour lequel il faut calculer

1 r 2?2
1+uuiol—u+u2—u3+o(u3) avec  u=—=+——"—+o(2?)

et enfin multiplier par le numérateur 1 — ’%—2 + o(z?). On trouve
sin(x) 1 1 1

L SR | T 2 3 3

(i +a) 00 273" T " +o(z)

o fa On écrit fy(z) =exp(1In(1+2)). Il faut partic d'un développement limité & l'ordre 4 du In
puisqu'ensuite on le divise par x :

1 1 x? x3 xt 4 r  x? x3 3

et on tombe alors sur une composition mais avec 1'exponentielle au voisinage 1, il faut donc calculer

2 .3 2 .3
exp(1 + u) ufoe(1+u+u2+%+o(u3)) avec  u =/ —g+%—%+o(x3)
On trouve :
11 7
A+ = e—Spp—a2 Sg3 4 o(z?)

o f,  La formule tan(a + b) combinée avec la valeur tan(w/4) donne pour h au voisinage de 0

) 1 +tan(h)

(T 40) =, L)
" h—0 1 — tan(h)

4
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TD 25 correction Développements limités

C'est alors un quotient assez standard, on a besoin deux fois du développement limité de tan a 1'ordre 3
seulement en h =0 :

) 1+ h+ 2 +o(h?)

tan(z—i-h = :
h=0 1—h—%+0(h3)

4

qui se calcule comme un quotient, notamment avec

LI 2_,3 3 B h3 5
1+uu:01—u+u —u® + o(u?) avec U——h—g—l-o(h)

puis produit par le numérateur 1 + h + %3 + o(h?) et on trouve :

R R R ()

o fs C'est une composée pour laquelle on a besoin du développement limité de e* & 1'ordre 3 en z = 0. On
tombe alors sur le développement limité de In mais en 2, il faut donc factoriser par 2 sous le In :

tan(x)

In(1+e?) = In(2 TP o@®) ) mm@ 414+ 4T o
n(l+e®) = In +x+?+g+o(x) =In(2) +In +§+Z+E+O($)
Effectivement, f5(0) = In(2). On doit alors calculer
2 .3 2 3
ln(1+u)u§0u—%+%+o(u3) avec u:g—k%%—%—ko(af”)

On trouve donc

1 1
In(l+e”) = In(2)+ 5T+ gazz + o(z?)

Exercice 19

1. Standard avec un tableau de variations. On a besoin de savoir f’(z) > 0 pour conclure que f~1 est €= et
donc admet un DL & tout ordre. Au passage f impaire, donc f~! aussi ; on calcule f/(0) = 1.

2. On pose f~1(y) oyt asy® + azy® +o(y°) (on sait déja oy = 1/f7(0) = 1), et on calcule d'autre part

3 2P 5
flx) x§0$+€_ﬁ+o(x )
Il faut alors identifier les coefficients dans 1'équation f~1(f(x)) =z, qu'on calcule comme le DL d'une

composée, qui donne

_ « [0 «
@) 5y met (G ag)et + (— I+ B+ ag o +o(a?)
=z
et on trouve oy = 1 puis a3 = —% puis a5 = %. En résumé

1 11
—1 _ .3 5 5
() y=0 Y 6?/ + 17203/ + O(y )

Exercice 20

D'abord, on sait déja que f est €' (et méme C°°) sur |—oo, 0] et sur 0, +ool.

On considere alors un DL a l'ordre 2 pour 1'exponentiel, d'otu on calcule le DL a l'ordre 1 pour f en O :

F(@) =1~ 5o+ ola)

Cela montre d'un seul coup qu'on prolonge f par continuité en 0 en posant f(0) = 1 et qu'on a alors f/(0) = —%.

Il reste a comparer a comparer f’'(0) avec lim,_,, f’(z) ou on calcule
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TD 25 correction Développements limités

, (1—x)e* —1
YV #+ 0, x)=-—"5—
0, f0=" 05
Mais 1a encore avec un DL & l'ordre 2 en haut et en bas on trouve lim, ,, f/(z) = —3 : donc c'est bien égal a
f/(0) et f” est continue sur R.
On a donc prolongé f de facon €' & R en posant f(0) = 1.
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