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Limites de suites

Exercice 13. • 𝐴𝑛 On factorise par 3𝑛 qui domine en haut et en bas :

𝐴𝑛 = 3𝑛

3𝑛 ×
( 2

3 )𝑛 − 1
( 2

3 )𝑛 + 1
⟶

𝑛→+∞
−1 (1)

• 𝐵𝑛 Le terme sin est borné, |sin(2𝑛)| ⩽ 1, et donc

𝐵𝑛 = 1
2𝑛 × ( sin(2𝑛))

𝑛
⟶

𝑛→+∞
0 (2)

(un terme tendant vers 0 multiplié par un terme borné).
• 𝐶𝑛 Multipliant en haut et en bas par le conjugué

√
𝑛2 + 3 +

√
𝑛2 + 1 alors

𝐶𝑛 = 2√
𝑛2 + 3 +

√
𝑛2 + 1

⟶
𝑛→+∞

0 (3)

• 𝐷𝑛 D’abord ⌊1 − 𝑛
3 ⌋ = ⌊ 3−𝑛

3 ⌋ qu’on encadre

3 − 𝑛
3

− 1 < ⌊3 − 𝑛
3

⌋ ⩽ 3 − 𝑛
3

(4)

donc
1
𝑛

− 1
3

− 1
𝑛

< 𝐷𝑛 ⩽ 1
𝑛

− 1
3

(5)

Gendarmes : 𝐷𝑛 ⟶
𝑛→+∞

− 1
3 .

• 𝐸𝑛 Une possibilité : écrire

𝐸𝑛 = 1
𝑛

× 2
𝑛

× 3
𝑛

× ⋯ × 𝑛
𝑛

(6)

Posant 𝐴 = 2
𝑛 × 3

𝑛 × ⋯ × 𝑛
𝑛 alors 𝐴 ⩽ 1 et 𝐸𝑛 = 1

𝑛 × 𝐴. Gendarmes : donc
𝐸𝑛 ⟶

𝑛→+∞
0 .

• 𝐹𝑛 À droite, on multiplie par le conjugué
√

𝑛2 − 1 + 𝑛 :
√

𝑛2 − 1 − 𝑛 = − 1√
𝑛2 − 1 + 𝑛

= − 1
𝑛

× 1
√1 − 1

𝑛2 + 1
(7)

On a donc 𝐹𝑛 ∼ − 1
2𝑛 . Devant, sin( 1

𝑛 ) ∼ 1
𝑛 . Donc

𝐹𝑛 ∼ − 1
2𝑛2 ⟶

𝑛→+∞
0 (8)

• 𝐺𝑛 On « force la factorisation »

𝐺𝑛 =
ln (𝑛3 (1 + 1

𝑛3 ))
𝑛 (1 + 1

𝑛 )
=

3 ln(𝑛) + ln (1 + 1
𝑛3 )

𝑛 (1 + 1
𝑛 )

⟶
𝑛→+∞

0 (9)

• 𝐻𝑛 Sous la fraction 2𝑛−1
2𝑛+1 → 1, on peut en fait écrire 2𝑛−1

2𝑛+1 = 1 − 2
2𝑛+1 . Donc :

𝐻𝑛 = exp(3𝑛 ln(1 − 2
2𝑛 + 1

)) (10)

Alors ln (1 − 2
2𝑛+1 ) ∼ − 2

2𝑛+1 et donc

3𝑛 ln(1 − 2
2𝑛 + 1

) ∼ 3𝑛 × − 2
2𝑛 + 1

⟶ −3 (11)

Donc 𝐻𝑛 ⟶
𝑛→+∞

𝑒−3 .

• On écrit
𝐼𝑛 = 𝑛2 ln(1 + (cos( 1

𝑛
) − 1)) (12)

Alors cos( 1
𝑛 ) − 1 ∼ − 1

2𝑛2 (équivalent usuel de cos) puis on applique l’équivalent
usuel ln(1 + ℎ𝑛) ∼ ℎ𝑛 si ℎ𝑛 → 0, en deux étapes dans le bon ordre :

ln(1 + (cos( 1
𝑛

) − 1)) ∼ cos( 1
𝑛

) − 1 ∼ − 1
2𝑛2 (13)

donc on conclut 𝐼𝑛 ⟶
𝑛→+∞

− 1
2 .
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