TD 5 correction
Nombres complexes

Exercice 15. 1. On trouve (2+14)? =3+ 3i, (2+1i)3 =2+ 11, (2 +1)* = —7 + 244,
et on remplace.

2. Idem, ou bien c’est automatique en conjugant.
3. Q2 22 —424+5.

4. Analyse-synthese classique.

VzeC, P(z)=(22+22—1)x (22—42+5) (1)

~——

Q(z)

5. Alors P(z) = 0 si et seulement si Q(z) = 0 (les solutions 2+i et 2—i) ou 224+22—1 =
0. Pour cette derniére on trouve z = —1 4 /2. Conclusion :

S = {—1—

Exercice 16. « (E;) On éléve au carré des deux cOtés puis on pose z = x + iy, on
trouve 22 + (y — 1)? = (z + 1)? + y? qui se simplifie en —y = x. Donc

2, -1+ V2,2+4,2+i} 2)

S(El)z{z:m—iw’xeR} (3)

Géométriquement : les points a égale distance de i et de —1 forment une droite, la
deuxieme diagonale.

o (By) <= 2(22—-224+9) =0« 2=00uz2?2—-22+9=0.
)z{Ql—%vi1+2n6} (4)

e (F53) On peut chercher sous forme algébrique, ou aussi exponentielle : d’une part
z = 0 est solution, et d’autre part z = re® (r > 0, # € R) est solution si et
seulement si 72e?? = re=*. On doit donc avoir = 1 puis 3k € Z, 20 = —6 + 2k,
soit 0 = %TW Prenant 6 dans [0, 27| on trouve trois solutions (correspondant a k = 0,
k=1, k= 2), sans oublier le 0 qu’on a exclu pour parler de forme exponentielle :

S, = {014W+433—7—z } (5)

e (E,) On pose Z = 22. Alors pour Z? = 4Z + 5 on trouve deux solutions Z; = —1
et Z, = 5. Puis il faut résoudre 22 = —1 et 22 = 5. Donc

Sy = {i:—i, V5, —V5} (6)

o (E;) Pas définisi z =2 : D =C\ {£}. On pose z = z + iy plus ou moins tard et

on exprime g;"fg sous forme algébrique.

z+4i:(ﬂ&w—$+5wy+®)+K—&w+(y+®@x—$) 7
52—3 |52 — 3|2

La condition Jm (£H%) = 0 est équivalente & —5zy + (y + 4)(5z — 3) = 0 soit

20x — 3y — 12 = 0. Ceci est une équation de droite, on peut par exemple prendre z

quelconque puis y = 230x —4.

S(E5>:{Z—$+Z( $—4)’$ER} (8)
o (Eg) équivalente a z(26 — 1) = 0 soit z = 0 ou 2% = 1. Les solutions de cette
dernitres sont les 6 racines 6-emes de 'unité e?*™/3 (0 < k < 5).
S {m;+w5—f+p§;¢—l—w§§—r§} 9)
Exercice 17. 1l suffit d’écrire
|z +w]? = |22 + 2 Re(2W0) + |w|? (10)
|z — wf* = |22 — 2Re(2w) + |w|? (11)

puis de faire la somme de ces deux lignes.

Géométriquement : si z représente un vecteur u et w représente un vecteur v alors ces
deux vecteurs délimitent un parallélogramme, la somme des longueurs au carré des cotés
est 2(|z|? + |w|?). Les deux diagonales du parallélogramme sont les vecteurs i + ¥ et
i — ¥, ainsi |z + w|? et |z — w|? sont les carrés des longueurs des diagonales.

La somme des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des
cOtés !

Exercice 18. On démontre dans l'ordre (i) = (ii), (i) = (iii) et (iii) = (i).

o (i) = (ii) : supposons qu’on ait (M, N) € R? tels que Vz € A, |Re(z)| < M et
|Jm(z)| < N. Ecrivant 2 = a+bi ((a,b) € R?) alors |2]2 = a® +b> < M? + N? donc
|z] < VM? + N2, ceci démontre (ii) avec R = vV M? + N2.

o (ii) = (iii) : supposons qu'on ait R € R tel que Vz € A, |z| < R. Bcrivant z = a+bi,

on a a? < a? +b? et aussi b? < a? + b2, d’ott on déduit a la fois |a] < Va2 +b2 < R
et |b] < vVa? 4+ b? < R. Clest donc en posant P = R qu’on obtient (iii).

o (iii) = (i) : immédiat en prenant M et N tous les deux égaux a P.

En résumé : la partie A est bornée en module si et seulement si elle est bornée a la fois
en parties réelles et en parties imaginaires, et dans ce dernier cas on peut méme prendre
la méme borne pour les deux.
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Géométriquement : la partie A peut étre incluse dans un cercle, si et seulement si elle
peut étre incluse dans un carré, si et seulement si elle peut étre incluse dans un rectangle
— toujours sous-entendu : quitte & prendre ces parties assez grandes pour inclure A. Si
A n’est pas bornée, alors ses éléments partent & 'infini et on ne peut pas I'inclure dans
une telle partie.
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