DS 3 Mathématiques
Correction

Exercice

o A, En suivant I'indication :

k|? k|?
A= 5]+ X 5 m
O<k§2n 0§k<2n
pair impair
Dans la premieére somme on a 0 < k < 2n et on pose k = 27, donc 0 < j < n. Dans la deuxiéme on a en fait
1<k<2n—1et onpose k=2j+1, cequicorresponda < j<n—1:
n -2 n—1 . 2
29 2j+1
=X 5] 2% ®)

J=0 J=0

2j+1

- =J+ %, avec j entier, donc la partie entiere est simplement égale a j :

n n—1
A, =) 2+ 7 (3)
j=0 j=0

Arrivés ici, on sait qu’on va y arriver.. On remarque que le terme d’indice 0 est nul, dans chacune des
sommes, et on applique les formules a connaitre :

n n—1
A= P+ 7 @
j=1 j=1

n(n+1)(2n+1) n (n—1)n(2n—1)

D’une part 277 = j; d’autre part

6 6
:%((n—|—1)(271—}—1)—}—(71—1)(271—1)) (6)
= %<4n2 +2> (7)
_ ”(anm = A, (8)

B, D’abord on écrit la formule de somme triangulaire et on fait apparaitre la suite géométrique :

B =Y (Z :w) ®)

= :ii (3]';:; (;)) (10)

On applique alors la formule mais il faut faire apparaitre le terme pour ¢ = 0 :

B, = En: <3j (1 _1<_51”)1] - 1)) (11)

B—n331'33j 1j+13f 12
n_z 9% T X X(g) - (12)

On fait alors apparaitre encore une fois les suites géométriques :

Bn:i(;x?)j—;> (13)

Développons :

j=1
1S~ . n
I J_ 14
5 23 5 (14)
7j=1
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Il n’y a plus qu’a appliquer a nouveau la formule, encore en faisant apparaitre le terme pour j =0 :

1/1—3ntt n
B =-|———-1)—= 15
" 2( 1-3 ) 2 (15)
3 3n+1 n
=|l—3+t— 3= B (16)

e C, On utilise d’abord la propriété de ’exponentielle :

n—1
C,, = exp (Z 3k152k> (17)

k=0

On reconnait alors a peu prés une suite géométrique :

1= 1 IESVER
C,, = exp (3;;3’“ X (52)1:) = exp (3 <%> ) (18)

k=0

On peut alors appliquer la formule, la borne au-dessus est un n—1 :

1 1—(&)"
C, =exp <3><1_(253)> (19)
25

Quitte a simplifier la fraction, c’est aussi

oo (B (- (3))

Probléme 1

1. (Informatique) Standard, il y a simplement un terme A en parameétre :

def suite(lambda, n):

# u représente u(i) dans la boucle
u = lambda
for i in range(n):
u = (3 * lambda * u) / (lambda + u)
return u

D’abord f est bien définie si et seulement si A +x # 0 donc | Dy = R\ {—A}|.

Pour z € Z)f alors on dérive :

Lo BAx (A +x) =3z x1 | 3X2
f'(@) = (A + )2 YL

= f(2) >0 (21)

On en déduit que f est strictement croissante sur |—oo, —\[ et sur |—\, +00[. On calcule aussi les limites :
notamment en 400 on utilise

T X 3\ 3\
= = 22
/(@) zx(2+41) 241 (22)
et donc 2
Jm flz) === 3A (23)

En X la limite sera +o00 et il faut distinguer limite a gauche et a droite en faisant attention aux signes.

On en déduit le tableau de variations :

T —00 —A +00
[ (@) + +
400 3\
3 —00 (24)
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(b) On écrit :

3\x 3\t —xz(A+x)  2\x — 22 x(x —2N)
— = — = = = = — 2
fo)—w=x g At a Atz Ao @ (25)
Cela permet de tracer le tableau de signe en entier (on rappelle que A > 0) :
z —00 - 0 2\ +o00
x(x—2N) + + 0 - 0
Atz - 0 + +

f(x) (26)

(c) On a alors de quoi représenter les deux courbes, avec les asympotes. En fait, peu importe la valeur
exacte de A, car tout est homogene... On construit ensuite les termes de la suite, ici en zoomant sur la
partie intéressante.

Yy=x

U up Uy Ug

e e e ——————

(d) On conjecture que :

‘La suite (u,,),cy reste entre X et 2, est croissante, et converge vers 2. ‘

3. Tout est déja prét pour pouvoir répondre a cette question presque sans nouwveaux calculs!
Démontrons par récurrence sur n € N la propriété P(n) : « A <wu,, < u,,; <2 » Cette propriété contient
d’un coup la conjecture ci-dessus (sauf la limite), en plus avec des inégalités strictes au bon endroit.

e n=0:u;, =Adonc on a déja A < uy; < 2\. De plus pour =z € [A,2)\[ alors on sait que (tableau de
signe avec 0 < x < 2X) f(z) —x > 0 donc u; = f(ug) > uy. Et comme uy < 2X et que f est strictement
croissante alors u; = f(uy) < f(2X) = 2X (f(2X) = 2\ est déja conséquence du tableau de signe). En
résumé on a bien A < ug < uy < 2.

» Soit n € N, supposons P(n). Sur [A, 2)] on sait que f est strictement croissance, et donc directement
AUy <ty <20 = ) < fluy,) < fluggr) < F(2X) (27)

A droite encore une fois f(u,) = Upi1, [(Upiq) = Upyo, F(2A) = 2 A gauche on sait par le tableau
de signe f(A) > A. On en déduit donc

\A S Upyy < Upio < zA\ (28)

et c’est P(n+1).
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Conclusion : par récurrence, P(n) est vraie, pour tout n € N.

4. (a) Soit n € N. D’abord par nos hypothéses u,, ne s’annule jamais. On calule alors :

I Atu, A u 1

1 1
= = =X — 4 — 29
Ul T T Baa, 3w, | 3hu, 3w, 3N (29)
On reconnait bien :
1 1
V’I’ZGN, ’l)n+1:§><vn+37)\ (30)
C’est bien une suite arithmético-géométrique.
(b) On cherche alors ¢ € R tel que
L X ¢+ ! (31)
c==-Xc+ —
3 3\
On trouve %c = 3%\ d’ou|c = % .
On pose alors une suite w,, = v,, — c. En écrivant 'une au-dessus de 'autre : Vn € N,
1 1
Unt1 = g X v, + ﬁ (32)
LIV (33)
= - C —_—
3 3\
on trouve w, | = %wn : c’est une suite géométrique de raison % De plus wy = vy — ¢ = u%) —c =
% — i = i On en déduit donc X X
Vn € N =— X — 34
TET T T e (34)
puis
1 1 1
Vn e N =—X—+ 35
EN T T (35)
(c) Le terme % tend vers 0 pour n — 400 et donc on en déduit directement :
lim v, = — (36)
S = gy
(d) En passant a 'inverse, on déduit :
Vn e N . (37)
n v Un =7 1 1
"o Xsta
et
im_u,, = 2) (38)
Cela confirme la conjecture.
Probleme 2
1. (Informatique) Standard, c’est une somme de 1 & n, attention au range!
def somme(n):
S =0
for k in range(l, n+1):
S =8 +k / (kxxd + kxx2 + 1)
return S
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4= -3 =(iV/3)%

_—1+iv3
B 2
L’unique solution de partie imaginaire positive est donc

2. (a) L’équation 2% + z + 1 = 0 a pour discriminant A = 12 —

a=5 iy

On calcule alors directement |a|? = (—

2 2

Les deux solutions sont

(39)

(40)

)2 4 (32 = 3+ % = 1 donc |a| = 1. Pour le mettre sous

forme €% avec # € R il faut donc trouver 6 tel que
1
cos(f) = —3
41
sin(f) = @ w
2
et il est bien connu que c’est 0 = %’T Conclusion :
<4z>
(b) Avec la formule précédente c’est clair : |a® = ™ =1,
(c¢) On calcule & la main (par la forme algébrique ou bien par la forme exponentielle) :
a2:—1—i§:— -1
2 2
_ 1 Zﬁ (43)
2 2
13
—_ 2 - VY 1
o 5 +1t 5 a+
En fait, on sait déja par définition a® + o +1 = 0, ce qui donne a? = —a — 1. Et —a est égal & —«
lui-méme et pas autre chose...
(d) Soit z € C. Calcul :
(z—a)z—a?)=22—(a+a?)z+a® =224+ 2+1 (44)
et
z+a)z+a?) =22+ (a+a?)z+ad=22—2+1 (45)
en utilisant les relations de la question précédente.
3. Calculons, en partant du résultat final :
1< 1 1
2 ( k k (K k ) (46)
2 &~ +a)( —a—1) (k—a)(k+a+1)
I =)
== — (47)
2\ (k+a) k:+oz2) (k—a)(k—a?)
1 & 1
_ 48
2“( —k+1 k2+k+1> (48)
I (R H+E+1) — (P —k+1) (49)
2 &~ (k2 —k+1)(k2+k+1)
1 & 2k
24 R+ (50)
n
k
S o - (51)
=kt + k2 +1
= 5] (52

Eventuellement on a besoin de développer & part (k2

—k+ 1) +k+1)=k"+ k> + 1.
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4. On reconnait alors une ’ somme téléscopique |, car remplacer k par kK — 1 dans la fraction de gauche donne la
fraction de droite! Nous allons tout de méme rédiger correctement : d’abord

1 L 1 L 1
S”:2(Z(k+a)(k:—a—1)_Z(k—a)(k+a+1)> (53)

k=1 k=1

A droite, posons le changement d’indice j = k + 1, c’est-a-dire £k = j — 1. Quand k varie de 1 a n alors j

variede 2 an+1:
1 n 1 n+1 1
5”22(Z<ks+a><k—a—1>‘Z<j—1—a><j+a>> o

k=1 =2

On fait alors apparaitre la « partie commune », c’est-a-dire la somme sur les indices de 2 a n :

1 1 s 1 < 1 1
Snii ((—a(l—i—a) +§(k+a)(k:—a—1)> B (; (j—1-a)(i+a) * (n—a)(n+1+a)>)

(55)

Puis on simplifie les deux grosses sommes qui sont les mémes :

1 1 1
= (—a(1+a> (n—a><n+1+a>) (56)

Il reste a calculer les termes, car la somme S,, de départ était clairement un nombre réel (positif) et il n’est
pas question de laisser le résultat dépendre de a. Alors —a(l +a) = +a® = let (n —a)(n+1+a) =
n?+(1+a—an—a(l+a)=n?+n+1. En résumé :

1 1 n® +n
S, =-(1- = 57
" 2( n2—i—n+1> 2(n?2+n+1) (57)

Probléme 3

1. (Informatique)

(a) TI faut avoir sous les yeux la formule : si 2 = a + bi et w = ¢ + di ((a,b,c,d) € R*) alors
z x w = (ad — bc) + (ac + bd)i (58)

d’ou la fonction

def produit(z, w):
a = z[0]
b = z[1]
c = w[0]
d = wl1]
return [a*d - bxc, axc + bx*d]

(b) Idem, il faut avoir sous les yeux

z zxw  (ad+bc)+ (ac—bd)i ad+bc —ac—bd,

w |w|? a c2 4 d? _02—|—d2+02+d22 (59)
D’ou
def quotient(z, w):
a = z[0]
b = z[1]
c = w[0]
d = w[1]
return [(a*xd + b*c) / (c**2 + d**2), (a*c - bxd) / (c**2 + d**2)]
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(c) C’est un produit n fois de z avec lui-méme, avec la fonction produit précédente. On initialise la
puissance a la valeur [1, 0], c’est-a-dire le 1 des nombres complexes que nous sommes en train de
modéliser.

def puissance(z, n):
P = [1, 0]
for i in range(n):
P = produit(P, z)
return P

(d) Les erreurs claires :

e Au départ, si on définit z a partir de la fonction quotient, alors le nombre complexe 2 + ¢ est
représenté par la liste [2, 1], et de méme 2 — ¢ est représenté par [2, -1].

e Les bornes du range ne sont pas correctes, si on veut tester jusqu’a N inclus il faut écrire
range (1, N+1).

e La condition puissance(z, n) == 1 n’a pas de sens : comme précédemment, il faut tester 1’égalité
avec le nombre 1 des complexes que nous sommes en train de modéliser, c’est-a-dire la liste [1, 0].

e Il y a un probléme de logique dans la boucle. Si la condition 2™ = 1 est réalisée, alors il est bien
vrai qu’on peut utiliser return n (arréter tout et renvoyer n). Sinon, cela ne signifie pas que nous
avons terminé : il faut simplement continuer la boucle. Le return None se situe alors a la fin et
en dehors de la boucle : si on arrive jusque la, c’est qu’on ne s’est pas arrété plus tot, donc qu’on
n’a pas trouvé n.

En résumé ‘on n’est pas du tout satisfait ‘, rien ne va... Version corrigée :

# fonction de test
def test(N):
# introduire z *par rapport d motre modélisation des mombres complexesx*
z = quotient([2, 1], [2, -11)
# tester pour n entre 1 et N *inclus*
for n in range(l, N+1):
# condition z puissance n égal 1, *dans notre modélisation des complexesx*

if puissance(z, n) == [1, 0]:
# on a trouvé n, *donc on peut s'arréterx*
return n

# *si on arrive ici, c'est qu'on n'a pas trouvé n*
return None

Enfin deux points d’amélioration possibles :

o L’utilisation de la fonction quotient n’est pas franchement nécessaire si on calcule a la main
3+4i
=

o Plutét que d’appeler la fonction puissance a chaque fois dans la boucle, ce qui fait recalculer a
chaque fois le produit z X z X -+ X z depuis le début, on peut aussi calculer les puissances au fur et
a mesure de la boucle.

Zz =

Cela donne :

def test_mieux(N):

z = [3/5, 4/5]
P =2z # on part de 2z puissance 1
for n in range(l, N+1):

if P == [1, 0]:

return n

P = produit(P, z)

return None

2. Calcul direct :

= B _YEAE VP[] (60
2= VZ+: V5
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3. Enchainement de calculs, directement ‘par équivalence‘ :

(rien n’interdit de diviser par 2i a la derniére étape, l'inverse étant de multiplier par 2i qui est non-nul)

4. On calcule pas a pas

(24+i)2 =3+ 4i (2+i)3 =2+ 114 (24 i)t = =7+ 24i (66)
(2—i)2=3—4i (2—1i)3=2—11i (2—i)t=—7—24i (67)

d’ou en remplacant

e

5. (a) Méthode du DM

Le terme u,, est bien de la forme Aq} + B¢} ou ¢ =2+, ¢y =2 —1i, A = % et B = —%. Cest
typiquement une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, associée a 1’équation
caractéristique dont ¢, et g, sont les deux racines. Or ¢; + g5 = 4 et g¢; X g5 = 5, I’équation de degré
2 est (relation entre coefficients et somme et produit des racines) (¢ — ¢;)(¢ — ¢5) = 0 c’est-a-dire
q* —4q+5. Cela démontre que u,, vérifie la relation de récurrence u,, , , —4u,, 1 +5u,, = 0. Mieux, c’est

I’unique suite qui vérifie :

uy =0, u, =1, et VneN, un+2:4un+1—5un‘ (69)

(b) C’est presque €vident, mais c’est tout de méme une récurrence !
On démontre par récurrence double : Vn € N, u,, est entier.
e ug est entier.
» wu, est entier.
« Soit n € N, supposons que u,, et u, ., soient entiers. Alors par la formule ci-dessus u,,,, est encore
entier.
(¢c) On démontre par récurrence double que pour tout n > 1, il existe un nombre entier p,, € Z tel que
u,, = bp,, — (—1)". La récurrence démarre nécessairement a n = 1 et pas n = 0 (car u, = 0, ce qui
correspond au fait que 20 = 1).

o Initialisation n = 1 : u; = 1, ce qu'on peut écrire 5 x 0 — (—1)!. On pose donc .

o Initialisation n = 2 : uy = 4, ce qu'on peut écrire 5 x 1 — (—1)2. On pose donc .

» Soit n € N, supposons qu’on ait les nombres p,, et p, ;. Par la relation de récurrence vérifiée par
notre suite, on déduit alors

Upso =4 % 5Py — (=1)"") =5 x (5p, — (—=1)") (70)
=20p,,1 — 25p, —4 x (1)L +5 x (=1)" (71)

Or on remarque que (—1)" = (—=1)""2 et —(—1)"*! = (—1)"*2. On peut donc écrire

Upro = 20D, 1 — 25p,, + 4 x (—1)"2 45 x (—1)"+2 (72)
= 20p,,,1 — 26p,, + 9 x (—1)"*2 (73)
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Il reste a faire apparaitre 9 x (—1)""? = (10 — 1) x (—1)""2 =10 x (=1)""2 — (=1)""2. Alors :

Uppy = (20pn+1 — 25p,, +10 x (—1)“+2> — (—1)*? (74)
=15 % (AP0 = 5, +2 X (~1)") ~(=1)"2 =, (75)
P42

et a poser p,,_, ci-dessus, qui est bien entier.

Remarque : ceux qui ont fait de l'arithmétique auront reconnu u, = —(—1)" mod 5, ce qu’on peut
retrouver assez facilement en raisonnant avec la relation de récurrence u, o, = 4u,. ., — du, qu’on
projette modulo 5. Cela donne directement u, ,, = —u,,; mod 5 : sachant en plus u; = 1, alors a

partir du rang n = 1, le terme u,, alterne entre +1 et —1 modulo 5. En particulier il ne s’annule jamais.

6. On en conclut comme annoncé au début de I'exercice qu’il n’existe jamais d’entier n > 1 tel que 2" = 0 :

par 'absurde, cela signifierait que u,, = 0, et on aurait alors p,, = (7?”. Mais p,, est entier, et % et —% ne

sont pas entiers : | c’est absurde |

7. (a) Directement :

3+ 44
2= (76)
On sait déja |z| = 1. Sous forme exponentielle, alors z = €% ot1 § € R vérifie
3
cos(f) = £
: (77)
sin(f) = —
0) =+
On peut alors prendre |0 = —|—arccos(%) : cet angle est dans [0, 7], domaine ou le sinus est positif,
comme nous l’'indique la deuxiéme équation.
(b) Démontrons par I’absurde, en gardant en téte que la condition 2 = 1 serait équivalente & ™ arccos(3/5) — ]

c’est-a-dire qu'il existerait k € Z tel que narccos(2) = 2km.

Supposons qu’il existe de tels p et g, alors on obtient qarccos(%) = pm et donc 2¢q arccos(%) = 2pm. Cela

signifie donc que 2?7 = 1. Or nous avons vu que cela est impossible deés que ¢ > 1.

‘De tels nombres p et ¢ ne peuvent donc pas exister. ‘

Probléme 4

1. C’est un cas particulier de somme des termes successifs d’une suite géométrique :

2 3 g_1-0u’
l+w+w +w +w* =— (78)
1—w
Or w’ =e?™ = 1. Domc’1—I—(.u—l—wz—i—(,u?’—i—(,u‘1 =0|
2. D’une part w* = 37/5 et T = e 2™/5. Mais les deux arguments different de 27 : —%’r + 21 = %’r. Donc ces

deux nombres sont égaux : .
De méme, w? = e 47/ et en ajoutant 27 dans 'argument ceci est aussi €%7/°. D’ott on déduit .
3. L’équation précédente nous donne alors
0=1+w+w?+w?+o (79)
<:>0:1+(w+w)+(w2+ﬁ> (80)
On reconnait alors w + @ = 2 cos(2F), mais & droite w? + w2 =2 cos(“Z). On doit alors utiliser la formule de

duplication pour cos — ou mieux, écrire w? + w? = (w + w)? — 2. On trouve ainsi

0:—1+2<w+w>+<w+w>2 (81)
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ce qui donne en remplacant dans les deux parentheses par 2 cos(%”) :

27 2
O:—1+4cos< >—|—4c05 <I) (82)
5) 5)
C’est bien I'équation 422 + 2z — 1 = 0 avec z = cos(%F).
4. Pour cette équation de degré 2 alors A = 22 + 4 x 4 = 20 = 4 x 5. Les solutions sont donc x = 2ir soit
—1++5 —1—+/5
Ty = et Ty = (83)
Oriciz; >0 et x5 < 0, en effet on sait au moins 2 < v/5 < 3. Et I'angle 2Z est bien dans ]0, Z[ (cest 1%,
alors que 5 = 57) donc on sait déja cos(2) > 0. C’est donc z :
2w —1++5
)= ¥" 84
cos( E ) 1 (84)
On en déduit sin(%) grace a la relation de Pythagore :
2 2
cos? (%) + sin? (%) =1 (85)
Cela donne, en calculant soigneusement :
2
sin2<2”>:1— “LEVs) g 1#5-2v5 102V (86)
5 4 16 16
Il y a deux racines possibles mais, comme ci-dessus, on sait déja sin(%) > 0. C’est donc
2 10 — 2v/5
n(28 )= Y- “2Vv® 87
sm( 5 ) 1 (87)
5. On déduit alors
—1++v5 | V10—-2V5
= +1 (88)
4 4
6. La méthode est « Utiliser la formule de duplication pour diviser ». On sait que
2
oS (%) = 2 cos? (g) —1 (89)
ce qui donne une équation cos?(¥) = % Celle-ci se simplifie en
9 f) _ 3+5 90
e (£) =% u
d’ou (de méme, on sait déja cos(F) > 0)
3 )
coS (E) — i (91)
5 V8

Remarque : quitte & multiplier en haut et en bas par v/2, c’est aussi %\/g' Or 6+2v5 = (14 \/5)2 et donc

on trouve
s 1++5
Cos (5) = 1 (92)
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Pour le sinus, on peut alors utiliser la relation de Pythagore, ou aussi la duplication

2
CcoS <I> =1—2sin? <I>
5 5

17cos(2%)

3 soit

qui donne sin*(Z) =

Sachant d’avance sin(F) > 0, c’est donc

En multipliant en haut et en bas par v/2 on trouve aussi

,(W) 10 — 2¢/5
sm|— ) ——
5 4

(94)
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